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RESUMEN

Con este trabajo se consigue reducir las distintas férmulas, que sirven para de-
terminar las dreas de figuras planas y espaciales, a unas pocas de cardcter general.
Del mismo modo para las de los volimenes de los diferentes cuerpos geométricos.

Asimismo, se estudia la férmula de Simpson, que, pricticamente, se puede utili-
zar para determinar la casi totalidad de los volimenes de las figuras espaciales. Se
hace, ademas, una aplicacién de esta férmula para las dreas de las figuras planas que
cumplan ciertas condiciones. Finalmente se hace un estudio de algunas férmulas que
dan un valor aproximado del volumen de un tonel.

ABSTRACT

This paper aims at reducing the different formulae that serve to calculate the areas
of plane and spatial figures to a few of general character. In the same way for those
of the volumes of the distinct solids.

Simpson’s formula is studied too, as it helps to determine practically the whole
of volumes of spatial figures. An application of this formula is also made for the areas
of plane figures fulfilling some conditions. Finally, a study of some formulae giving
an approximate value of the volume of a barrel is carried out.
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Un conocimiento profundo de las cosas no
lo obtendremos ni ahora ni nunca, en tanto no
las contemplemos en su crecer desde el prin-
cipio (Aristételes, en Politica).

1. Areas de superficies planas
1.1.  Areas de paralelogramos, tridngulos y trapecios

Para determinar el drea de un paralelogramo, de un triangulo o de un trapecio,
bastard con aplicar la férmula siguiente:

(1)  Area = Medida de la base media x medida de la altura = B, xh

siendo M y N los puntos medios de los lados respectivos, MN la base mediay £ la
medida de la altura correspondiente al lado AB. Por otro lado, es ficil de probar

que en todo paralelogramo (fig. 1), D c
. AB-MN~=CD, M/ h J{
que en cualquier triangulo (fig. 2), A E B
Fig. 1
AB
MN = —
2 o
Y que en un trapecio cualquiera (fig. 3) M h N
AB+CD
MmN = ABHCD A D B
2 Fig. 2
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Formulas generales para la determinacion de dreas y vohimenes

El trapecio se podria considerar como una D c
generalizacién del paralelogramo (en el caso
en que AD y BC fuesen paralelos) y del tridngulo AL N
(cuando D y C coincidan).
A B
Fig. 3

L.2. Poligonos regulares

La férmula (1) vale también para un poligono regular sin mds que sustituir la
base media por el contorno medio y la altura por la apotema del poligono. Ast,
de la fig. (4), se desprende que

(2)  Area(ABCDEF)=C, Xa,

siendo C_ =1a medida del contorno
medio (MNPQRS) y a=la medida
de la apotema OG.

Del mismo modo podriamos determinar
el drea de una corona circular multiplicando Fig. 4
la medida de la circunferencia media por la
medida de su anchura

De Ia fig. 5 se desprende b
. r+r
Area de la corona = 21 -2 5 2X(r,~1,) = %

n(n+r)d=C, Xd,

siendo d la medida de la anchura de la coronay Fig. 5
C. la medida de la circunferencia media. .
Si 7,20 y r,=d=r, la férmula (3)se convertird en la del drea de un circulo; esto
es,

(3 bis)  Area del circulo = 7r*.

En un poligono que no sea regular, por carecer de apotema, no serd de
aplicacién la férmula (2), por lo que habrd que descomponerlo en figuras cuyas
dreas sean conocidas.
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1.2.1. La longitud de la circunferencia como derivada del drea del circulo

Sean dos circulos de radios r y r+d. La diferencia de sus dreas serd
A +d)-A@) =n(r+d)’ -’ =nQ2rd +d?),

A(r+d) - A(r)

y el cociente incremental =n(2r+d),

cuyo limite cuando d — (), dara la férmula de la longitud de la circunferencia.
Intuitivamente, se puede ver como el anillo circular se ha transformado en una
circunferencia al coincidir los radios r, y 7, .

2. Las areas en el espacio
2.1.  Area del prisma, de la piramide y del tronco de pirdmide

Observando las férmulas que dan las dreas laterales de un prisma regular, una
pirdmide regular o un tronco de pirdmide regular, se ve que todas ellas estdn
comprendidas en la siguiente:

4) Area = C,xh,

siendo C, el perimetro de la secciéon media de la superficie lateral y A, Ila
medida de la altura de las caras laterales (o apotema cuando se trata de una
piramide o tronco de pirdmide).

Cuando se trata de un prisma recto que no sea regular la férmula anterior

sigue siendo valida, pero si el prisma es oblicuo habrd que sustituirla por esta
otra

(4bis) Area=C,xg,

siendo C, el perimetro de la seccién recta (determinada por un plano
perpendicular a todas las aristas) y g la arista lateral del prisma.

Cuando la pirdmide o el tronco de piramide no sean regulares habra que
hallar el drea de cada una de sus caras laterales para la determinacién de sus
dreas laterales.
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Formulas generales para la determinacion de dreas y volimenes

Es evidente que si se quiere hallar el drea total de cada uno de estos cuerpos
habra que agregar al drea lateral el drea de sus bases respectivas.
9.9, Areas del cilindro, del cono y del tronco de cono

Fl drea lateral de un cilindro recto circular, de un cono recto circular o de un
tronco de cono circular viene dada por la siguiente férmula:

(5) Area=C, xg,
siendo C, la medida de la longitud de la circunferencia de la seccion mediay g

la medida de la generatriz.
La férmula (5) se puede poner también como sigue

(5bisy Area=m(r,+1)g,

que valdrd para el cilindro cuando r,=r,=r, para el cono cuando 7=0 y para el
tronco de cono cuando 1 # 7.

2.3.  Area de las figuras esféricas

En los libros de geometria elemental se demuestra que el drea de la superficie
engendrada por una poligonal regular que gira alrededor de un eje coplanario
que pasa por su centro y que no la atraviesa viene dada por la siguiente formula

6) Area=2maxh,

donde a es la medida de la apotema de la poligonal (o la medida del radio de la
circunferencia inscrita en la misma) y % 1a medida de la proyeccién de la
poligonal sobre el ¢je.

Aplicando esta féormula para el caso en que la poligonal sea un arco de
circunferencia la férmula (6) se transforma en la siguiente:

(6 bis) Area = 2mRxh = Cyxh,

donde C,; eslamedida dela longitud de una circunferencia maxima.
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De la férmula (6 bis) se deducen inmediatamente las dreas de la superficie
esférica, zona esférica y casquete esférico, sin mas que sustituir h por su valor,
que en el caso de la superficie esférica serd la medida del didmetro.

Por otro lado, de la férmula (6) y de la fig. 6 se deduce esta otra para el
casquete engendrado por el arco correspondiente a la cuerda CD

(7)  Area =2mRh =mc?,

siendo £, la medida de MD y ¢, la de la cuerda CD.
Del mismo modo para el casquete engendrado por
el arco ACD

(8) Area = 2nRh, = 7rc§,

donde £, eslamedidade NDy ¢, la de la cuerda
AD. La diferencia entre (8) y (7) dard otra manera
de expresar el drea de la zona esférica engendrada
por el arco ABC; esto es,

Fig. 6
9 Area = 7E(C§ —-cf) .
!
2. Volumenes de sélidos i u_—
e fu /
2.1. Prismatoides o prismoides Ml Lt ‘.I\..r:-.z.. S
. =
]
Un prismatoide o prismoide es un poliedro "To P
cuyos vértices estin situados en dos planos A f T E T )
paralelos. % =D
En la fig. 7, (ABCDE) y (FGHI) son las bases 8 - 7°
1g.

del prismatoide. (MNPQRST) es la seccién
intermedia o equidistante que viene determinada
por un plano que pasa por los puntos medios de las aristas laterales y que , a su
vez, estd situada en un plano que es paralelo a los que contienen las bases. Como
se puede observar, las caras laterales son tridngulos o trapecios.

A continuacién se demostrard que el volumen de un prismatoide viene dado
por la siguiente férmula:

(10) V=%(Bl+B2+4B3),
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Formulas generales para la determinacion de dreas y volimenes

siendo B, = Area(ABCDE), B, = Area(FGHI) y B, = Areaf MNOPQRST) y h la
medida de la altura O,0,.

Sabido es que al unir los puntos medios de los lados de un tridngulo cualquiera
queda dividido en cuatro tridngulos iguales. Sea Z un punto interior de la base
intermedia y DHI uno de los tridngulos laterales. Uniendo Z con los puntos
medios de los lados del referido triangulo se forma el tetraedro ZQRU, tal como
indica la fig. 6. El volumen de dicho tetraedro serd

V= %Area(QRU)th = %Area(ZQR)x h, = %Area(ZQR)x% = %Area(ZQR)x h.

Haciendo lo mismo con los otros tres triangulos; esto es, uniendo Z con QHU,

RUI 'y DQR, se forman otros tres tetraedros equivalentes al ZQRU, por lo que, €l
volumen del tetraedro ZDHI sera

V, = 4x Area(ZQR)x%,

Haciendo lo mismo con los vértices de todos los triangulos laterales (si se trata
de un trapecio se dividird en dos tridngulos mediante una diagonal) se obtendra,

YV, =4 Areas(ZOR) xg = 4Area(MNOPQRST)><§ =4B, x%,

ya que ZQR barrera toda la seccién intermedia.

Uniendo, finalmente, Z con los vértices de las dos bases se obtendran dos
pirdmides que tienen de altura la mitad de la del prismatoide. Sumando todos
estos volumenes se obtendra

1 1
V:—leﬁ+—B7xﬁ+4B3><ﬁ:ﬁ(Bl+B2+4B}),
3 2.3 ° 2 6 6 )

como se queria demostrar.
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3.2, Aplicaciones de la férmula del prismatoide
3.2.1. Volumen del tronco de piramide y del tronco de cono

Los volimenes del prisma y la pirdmide, asi como los del cilindro y cono, se
pueden determinar perfectamente aplicando la férmula (10) del prismatoide’ (en
la pirdmide y en el cono una de las bases se ha transformado en un punto).

A continuacién se demostrard que también es vilida para el tronco de
piramide, y, por consiguiente, para el tronco de cono.

De la semejanza de los poligonos ABCD, EFGH
y MNPQ, fig. 8, se deduce:

5 Y MNPQ es &
B (h+x) M. base intermedia
(11) —_—=—, N o equidistante.
B, X
2
(12) %z(:"'—x)
3o (=+x)
(2 )

siendo B, B,y B, las dreas de los citados
poligonos. Eliminando x entre (11) y (12),
se tiene la expresion

(13) B +B,+2,/BB, =4B, Fig. 8

' El volumen del dodecaedro regular, asi como el del icosaedro regular, se pueden determinar
también mediante la férmula del prismatoide. Para el primero, basta con trazar por ciertos vértices
del mismo dos planos paralelos a una de sus caras, con lo que queda dividido en tres prismatoides,
siendo iguales los dos exteriores. Sumando los volimenes de los mismos, se obtiene, después de un
célculo algo laborioso, lo que sigue

3
V, = %(15+7«/§),

siendo ! la arista. La seccién intermedia del prismatoide central es un decagono regular de lado

| - diagonal de una cara _ I5+1) que facilitars el cdlculo de la distancia del centro del
10~ - ’
2 4
dodecaedro a una cualquiera de sus caras, lo que permitird la determinacién del volumen del
dodecaedro con mucha mis facilidad.
En el caso del icosaedro, los dos planos paralelos determinan dos pirdmides pentagonales regulares
y un antiprisma pentagonal. La suma de sus volimenes da para el icosaedro el siguiente valor:

5
Vye = 513(3""/3) '

Lo mismo que en el dodecaedro, la seccién intermedia del prismatoide central (antiprisma), resulta

ser un decidgono regular de lado | = _l_ , que facilitard también, por otro camino, el cilculo del
10
2

volumen del icosaedro (Ver anexo IV).
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Formulas generales para la determinacion de dreas y volimenes

Sustituyendo 4B, en la férmula del prismatoide se Y
. . e « s s .
obtene la conocida f6rmula del tronco de piramide, -
0 sea, :

(14) Vz%(Bl+Bz+1/BIBZ).

Aplicando ahora la férmula del prismatoide al
tronco de cono (fig. 9), se tiene

+
V= %(mﬁ o +dn () =

(15)

h
571:(r12 + rz2 + 1),

Fig. 9

siendo 7, la medida del radio OB, r, lade
0,C vy & laaltura O,0,. Elradio medio

. . KL+,
viene dado por O,N, cuya medida es 5,

3.2.2. Volumen del sector esférico, de la esfera y de los segmentos esféricos

También en los libros de geometria elemental se demuestra que el volumen
engendrado por un sector poligonal regular que gira en torno de un eje de su
plano y que pasa por su centro sin atravesarlo, es igual al drea engendrada por la
poligonal por un tercio de su apotema. Cuando el nimero de lados de la
poligonal crezca indefinidamente, se acercard, en el caso limite, a un arco de
circunferencia, por lo que , el volumen de un sector esférico vendra dado por la
siguiente férmula:

R .
(16) V=27tRh><§:47tR2><%=-é—AreaSE><h,

siendo Areay, el drea de la superficie esféricay h la medida de la proyeccion
del arco sobre el eje (didmetro).

Cuando el arco es una semicircunferencia, el sector esférico se transformara
en una esfera; esto es,

(17) 1% =%><47rR2><2R:§7rR3.
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Para determinar el volumen de un segmento esférico de una sola base, habra
que sumarle o restarle al sector esférico correspondiente el del cono de centro
O, seglin que contenga o no una circunferencia méxima. Pero para el segmento
esférico de dos bases o rebanada esférica habrd que sumarle a la diferencia de los
sectores esféricos correspondientes los dos conos de centro O que se forman si
contiene una circunferencia maxima o restarle uno de ellos si no la contiene.

Sin embargo, aplicando la férmula del volumen del prismatoide sale
inmediatamente el resultado (17). En efecto,

V=—2-615(0+0+4><nR2):

£R3
3

Del mismo modo para
el segmento esférico
de dos bases (fig. 10),
que no contenga una
circunferencia mixima,
su volumen ser4,

V= %(mﬁ + 7y +4nr)) =

(18) %[rf +r + Q2+ 2 + hz)] = Fig. 10
%(31‘12 +3r +h%).

Cuando r,=0, (18), dard el volumen del segmento esférico de una sola base; o
sea,

2
(19) V= 7;—h(3r12 +h) = %(31% —h).

Y si, ademads, A=R, saldri el volumen de una semiesfera, y por tanto el de la
estera como suma de dos semiesferas.
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2

Asimismo, el volumen de un elipsoide,

y ¢, (fig. 11), dard como resultado

(20) —(O+O+4><n'ab) -?-)-TL'abC

donde B, =B, =0, y B, =mab,siendo a,b y ¢,

las medidas de OA, OB y OE (semiejes).
Nuevamente, se obtiene el volumen de la
esfera como caso particular de (20), cuando
los tres semiejes coincidan.
Para hallar el volumen del
2 2

N Xy Z
hiperboloide de una hoja, — +-7—— =1,
a b o<

comprendido entre los planos z =% —,

bastard con determinar las areas
de las bases del cuerpo resultante (fig. 12):

2

2 2
vy oz

_+b_2+c_2= 1, de semiejes a, b

hm2c

2 2
B = 7r><a\/h—2+1><b\/—fl—2
dc 4¢

2

h
mab(—+1) =B
(4c2 )
y la de base intermedia:
B, = mab,

dando como resultado final el siguiente

@1) V= mabh

(12 +h*)

+1=

=

v
'
t
1
'
]
'
5

<-ok-q-
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X
En cuanto al hiperboloide de dos hojas, ———5+— =1

el volumen que

resulta al cortar una de las hojas por el plano z =¢ +h, sera

2
—(O+ ab————— b+ 2ch 4><7rab—————h :?Ch):

(92) c? c

2
”;IC’? (h+c),

siendo la seccién intermedia
la determinada por el plano

Finalmente, para el paraboloide
2 2
X
eliptico, — + DA 2z, el volumen
P q
del sdlido que resulta al cortar por
el plano z=h, vendra dado por

V=2 0+ mab+ 4xT0y = ph,
6 2 2

[z
-=-4B
siendo a =+2hp, b=4/2hq, y B=drea :
de la seccién intermedia que resulta M
h h
al cortar por el plano z = -2— (Fig. 14) ?
A

Mas adelante se justificard (pdrrafo 4)
la razén por la que se puede utilizar
la férmula que da el volumen del
prismatoide a las diferentes cuddricas citadas.
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3.3.  El drea de la superficie esférica como derivada del volumen de la esfera

Sean dos esferas cuyos radios midan respectivamente r=r y r=rtd, la dife-
rencia entre ambos volumenes serd

Vir+d)-V(@r) = %n[(r +d) —r3]= %71:(3r2d +3rd* +d°),

y el cociente incremental

Vir+d)-V(r) _ i
d 3

n(3r* +3rd +4d),
cuyo limite cuando d — 0, es el drea de la superficie esférica c. s. q. p.

3.4.  Otros prismatoides

En una de las obras atribuidas a Her6n de Alejandria (s. Il a. C. als. I d. C.?),
Stereometrica 11, aparece el volumen de un sélido de bases dos rectingulos, de
lados respectivamente paralelos, pero no necesariamente semejantes, por lo que
no se trata de un tronco de pirdmide (fig. 15). Esta figura recibié el nombre de
Pouioxos (“pequeiio altar”).

Aunque Herén calculé dicho volumen
descomponiéndolo en cuerpos, cuyos
volumenes eran conocidos, aqui se hard
aplicando directamente la férmula que
da el volumen del prismatoide, esto es,

Vv =E(ab+cd+4><a+c M) =
6 2 3
Fig. 15
(23) —}1{2(ab+cd)+ad+bc}.
6 | stmtantededhedhediihatndadadi |
] [}
Este resultado servira también para calcular ! d E b
la capacidad de artesas (fig. 16, de ¢¢pTOS = pan : ¢ :
de trigo); vagonetas, carretillas, pilones, etc. Semmmo-----d
Cuando la base superior se transforme en un :
Fig. 16
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segmento (¢=0, o d=0) la férmula (23) dard Epe - =D

el volumen de una cufa triangular *. :
También son casos particulares de los M ¢

prismatoides los antiprismas. Estos son

poliedros, cuyas bases son dos poligonos &=

regulares iguales, estando uno de ellos i R

girado de tal manera que cada uno de sus vértices '(Od,mw '

equidista de dos vértices del otro. Ademds,

las caras laterales son tridngulos equildteros,
puesto que todas sus caras han de ser poligonos
regulares. (No hay que olvidar que los antiprismas
son también casos particulares de los poliedros
arquimedianos). El antiprisma mds sencillo
coincide con el octaedro regular (fig. 17).

En la fig. 18 aparece el antiprisma cuyas bases
son dos cuadrados iguales. Un sencillo cdlculo,
dard para el volumen de este cuerpo lo que sigue: Antprsma de base cuadrada

Fig. 18

(1++2)a’ | Jzﬁx(2+ﬁ)a3
o) 6 '

(24) V-__% a’+a’+4x

siendo a la medida de la arista.
Por iltimo, el volumen

de la cuna cilindrica', conocida

también como casco o pezuria

(fig. 19), se determina, ficilmente,

mediante la férmula del volumen

del prismatoide resultando,

i L N
;

V=2—’(0+0+4x%)=

(25)
Er2h.

* También era conocido el volumen de la cufa (o'¢r,v10‘xog =cufia pequena) por Herén de
Alejandria, como asi la describe en Stereometrica I. Igualmente menciona Herdn, en la misma obra, el
caso en que a=c (0 b=d) con el nombre de OV =una o casco, dando para el volumen el valor

a(b+d)h , resultado que se desprende también de la férmula 23.
2
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3.5. La formula del prismatoide en el plano

La figura correspondiente al prismatoide en el plano no es otra que el
trapecio, ya que es el dnico cuadrilatero convexo cuyos vértices estdn situados en
dos rectas paralelas no coincidentes.

Es facil demostrar que su drea
se puede determinar también

aplicando la férmula (10), sin h -

mds que sustituir las dreas de las / L
bases del prismatoide por las e - —>
medidas de las longitudes de las !

bases del trapecio. En efecto, Fig. 20

sea P un punto cualquiera de la
base media (fig. 20). Al unirlo con los extremos de las bases se obtienen seis
tridngulos cuyas dreas tiene por suma:

(26) b bh 26k _h

k|3 h
R 2 Z(b‘ +b,+2b) = -6{5(1)1 +b,) +3b3j| = g(b1 +b,+4b,)-
Esta férmula serd vadlida también para calcular
el area de cualquier paralelogramo o tridngulo,
asi como la del trapecio curvilineo CDEF (fig. 21),
resultando para éste:

_h-, med (arcoEF )+ med.(arcoDC) +
6 | 4xmed.(arcoNM)

=

b

siendo r, y 7, , respectivamente, las medidas
de OB y OA. Sumando el resto de los trapecios,
se tendria para el drea de la corona circular

A
h—r r+r —
) VT hy 2_ .2 -
A= Qrmr +27r, +4X2n—2) =n(r"-r,), ¢ -

2 M .
que para r,=0 y r=r, dard el drea del circulo. B N \ ‘.
El drea del circulo se podria hallar también (fig.22), | /;’ ;
multiplicando por cuatro el area de un cuadrante. En N bt /
efecto,

Fig. 22
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27r£

A=4x— (—nl+0+4><———) nr’
6 4 4

Cabria la tentacién de utilizar la férmula (26)

para determinar el drea del trapecio curvilineo .S,

de la fig. 23 (segmento circular de dos bases); ez o
pero, como se demostrara en 4.1, el valor obtenido / . ' o 5
serfa s6lo aproximado’; sin embargo, se podria hallar "F U JN
el valor exacto descomponiéndolo en dos sectores N (') 4 B
circulares y un triangulo tal como se indica
en la figura citada. (Ver punto 6). Fig. 23

4. Laregla de Simpson

Sea un cuerpo geométrico limitado por dos planos paralelos z=0 y z=#, tal que
el drea de la seccién por un plano z=z, sea una funcién polinémica de tercer
orden

(27) A(z) = az, +bz} +cz, +d

Entonces el volumen del sélido limitado por dichos planos vendra dado por

(28) V= joh A(z)dz, = %h“ + glf + %hz +dh.

*la aproximacién no es mala, pues si se divide, por ejemplo, el radio OF (fig. 23) en 32 partes
equidistantes, mediante paralelas al didmetro, la suma de las dreas de todos los trapecios curvilineos
que se forman daria el siguiente resultado:

64

6):32[ 322'J322 +—z,/642 ] =15703r°

2t r(21 )
6x32[2r+0+2(22 r —(—) )+4(2Z ]

lo que supone un valor para 7T =3,1406. Si se tiene en cuenta que el circulo ha quedado dividido en
64 partes, este resultado no difiere mucho de 3,1410, valor obtenido por Arquimedes utilizando el
perimetro de un poligono regular de 96 lados inscrito en una circunferencia de radio unidad.
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De (27) y (28) se deduce
h h
(29) V= E{A(O) + A(h)+ 4A(5)} .

Esta expresién es conocida con el nombre de regla de Simpson, de los tres pisos o
de los tres niveles, y que, como se ve, coincide con la ya conocida férmula del
volumen del prismatoide. Ahora, se estd ya en condiciones de justificar las
razones por las que se podia utilizar la férmula del prismatoide para obtener el
volumen de los distintos cuerpos ya considerados (para la esfera, elipsoide y
cuna cilindrica ver anexos I, 1T y ITI).

Conviene tener muy en cuenta que cuando no se verifica (27); esto es, cuando
la seccién por el plano z=const., no sea una funcién polinémica de tercer grado
(o de grado menor) en z, el valor dado por (28) es sélo aproximado.

Utilizando también el cdlculo integral se puede demostrar facilmente que la
formula de prismatoide es aplicable para la determinacion del volumen
encerrado por una superficie reglada.

En efecto, sean x=az+p, y=bz+q, las ecuaciones de una generatriz cualquiera de
una superficie reglada, donde a,b,p y ¢ son funciones del parametro ¢,y ¢,y ¢,
dos valores del pardmetro correspondientes a una misma generatriz. Entonces la
seccion producida por el plano z=const., tendrd por drea

4 4 da dp Joh, da v, dp  da t dp
A= | ydx=| (bz+t@)(—z+-—)dt = b—dt + b—+q—)dt+| q—t,
J"oyx J'o( ¢ q)(dtz dt) ijo dt ZJ,O( dt th) j'oth

que, como se puede ver, es un trinomio de segundo grado en z

4.1.  La regla de Simpson en el plano

En el caso del plano, el drea comprendida entre el eje OX, una pardbola de la
forma fix)=ax’+ax+tax+a, (que serd cuadrética para a,=0), y las ordenadas f{a)
y f(b), viene dada, como se demuestra facilmente, por

b—

a
( lS)

[f(a)+f(b)+4f(a;b )}

Ei Guivictapa - N.2 8/9 ¢ 1999 - 2000 307

© Del documento, los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006



José Martel Moreno

Si f{x) es lineal, el valor dado por (29 bis) serd el drea de un
trapecio (rectangulo) o la de un rectangulo; pero si f{x) 4
no es de la forma arriba indicada el area dada
por (29 bis) sera s6lo aproximada.

 Ejemplo: sea la parabola de ecuaci6n,
y=4«’, (fig. 24); el drea determinada
por dicha pardbola, las ordenadas de los
puntos Ey F y el eje de las x, viene dada
por (29 bis); esto es, 3

A =%x[3+3+4><(3+1)]=%2— n.c.

-2 -1 1 2
Si a esta drea se le quita la del rectangulo, 4 / B 9 c Y X
quedara para el segmento parabolico,
22 4 Fig. 24
——6=—uc.,
3 3

y como el drea del tridngulo VEF es I w.c, se comprueba asi la propiedad del
segmento parabolico, demostrada por Arquimedes (s. Il a.C.), que dice que el

tridngulo inscrito es los Z del segmento parabdlico o que éste es los — del

tridngulo.

5. Calculo aproximado del volumen de un tonel

Entre las férmulas empiricas mds conocidas que dan un valor aproximado de
la capacidad de un barril o tonel estdn las que siguen:

(30) V,=02D+d)’l,

31)  V,=083Ddl,

(82 V;=0625" k= ’(RJ,,)z +(%)z,

(33)  V,=0,26182D* +d*),
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donde D=2R, es la medida del diametro
interior del tonel, d=2r, la del diametro
interior de las bases y [=h la de sualtura
interior (fig. 25). La férmula (33), no es
otra que la del prismatoide en la que se ha

hecho z_ 0,2618.
12

Fig. 25

Ejemplo. Sea un tonel con los siguientes datos:
D=0,60m, d=0.51m y 1=0,90m.
Las férmulas anteriores (30-33) dan los siguientes valores expresados en litros:

V,=221,7781
V,=228,5821
V,=229,6581
V,=230,9311.

Ninguno de estos valores se puede considerar como exacto. S6lo se podria
afirmar la exactitud de V,, tnica y exclusivamente, en el caso en que las duclas
del tonel pertenecieran a la superficie de un elipsoide de revolucion (o, como
caso particular, a la de una esfera) de centro O.

Afortunadamente, en la vida prictica, los toneles o barriles vienen ya
aforados con bastante aproximacién.

6. Consideraciones finales

o Todas las formulas que aparecen en 1.1 y 1.2 pueden obtenerse también
mediante la (26). Asi, por ejemplo, para determinar el drea de una corona
circular, bastaria con hacer en (26) las sustituciones que correspondan; esto es,

n+tn

Area=%(bl+bz+4b3):%(27z‘r1 +2nr,+4X2n1 )=md(r, +r,).

o Del mismo modo, para todas las formulas consideradas en 2.1 y 2.2, bastard
con sustituir en la (26) lo que corresponda a la altura en los desarrollos de las
superficies laterales (altura propiamente dicha, apotema de las caras laterales o la
generatriz). Asi para determinar el drea de la superficie lateral de un tronco de
cono:
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ntr,

Area=%(2ml+2n'r2+4x27r )=7m(r+n)g.

e Consecuentemente con 1.2.1, y haciendo el dngulo DOC de la figura 23
(punto 3.5), expresado en radianes, igual a o, se tiene para el sector circular lo
que sigue:

1 1 1 Ao
Area del sector OCFD = Earcox radio = —2—ra><r ==ra, y ——2—d—— =ro;
r

esto es, la longitud del arco CFD, como era de prever.

Sin embargo, para el segmento circular se tendria:
2 2 2
Area de CDF = Area (Sector)— Area (Tridngulo) = %a L sena = %((x —senq),

cuya derivada serd menor que la longitud del arco correspondiente, o sea,

e o
r(c—sen@) =ro—rsena = arco—h, = arco—CDcosE,

siendo h, = h,, las respectivas alturas de los vértices C y D en el triangulo COD.
Con estos datos, el valor exacto del drea del trapecio curvilineo ACDB, vendra
dado por

. ) . 2 2 r2
Areqy. = Area (Semicirculo) — Area(Segmento) = mT - %(a —senq) = ?(n — o +senq).

e Todos los volimenes de los s6lidos considerados en 3.2.1, 3.2.2, 3.4 y otros no
citados (con las limitaciones establecidas en 4.) se pueden calcular, como
efectivamente se ha hecho, mediante una sola férmula: ila del prismatoide!

e Por ultimo, de acuerdo con 3.3, las dreas de las superficies consideradas en 2.3
(figuras esféricas), se pueden determinar también derivando con respecto al
radio los volimenes dados por las férmulas (18) y (19). Efectivamente, llamando
z, a la medida de OO, (fig. 10), la férmula (18) tomara esta otra forma

h
V= %[3(132 -zD)+3R = (h+z) + hz], cuya derivada da por resultado

iiK=—7tfl-(6R+6R+()) =2nRh = C,, Xh, que no es otra que la férmula
JR 6 M q q

general (6 bis) obtenida en 2.3.
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De igual manera, derivando la férmula (19) con respecto al radio se volverd a
obtener el mismo resultado anterior. En efecto, sustituyendo en dicha férmula %
por Rz, se tiene la siguiente expresiéon:

2
V= Z;l__(g,R —h) = Zr?)—(R —2)*(2R +z,), cuya derivada es
Z_X:z?n[ue—zl)(zmz1>+<R—z1>2]=2%[/1(3R—h>+h2]= 27Rh = C,y X1,
c.s5.q.p

Por consiguiente, derivando con respecto a R, tanto la férmula del volumen
de una rebanada esférica como la de un segmento esférico, se obtiene siempre la

misma férmula general, Cy, Xh, que, como ya se ha dicho, sirve para
determinar el drea de una zona esférica, de un casquete esférico o la de la propia
superficie esférica, siendo en todos estos casos C,, = 27R .
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La esfera

El drea del circulo de
centro O, es

mrl =w(R* -27),

siendo z la medida del
segmento 00,

Pero por tratarse de un
binomio de segundo
grado en z se puede
utilizar la férmula del
prismatoide para
determinar el volumen
de la esfera:

ANEXO 1

V= %(o+o+ 4xmR*) = %ﬂR3.

312

EL Guinicuapa - N2 8/9 * 1999 - 2000

© Del documento, los autores. Digitalizacién realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2006



Formulas generales para la determinacion de dreas y voliimenes

ANEXO II

El elipsoide

Sea el elipsoide de ecuacién:

Al cortar por el plano z=h,,
resultara una elipse de ecuacién:

2 2 2
mab =ma l—ﬁ‘—xb l—h1 =7rab(1——h‘7):
c c ¢

que es un binomio de segundo grado en z lo que permite la aplicacién de la
férmula del prismatoide para determinar su volumen:

V= —26£(O+O+4><7z:ab) = %ﬂabc.

h=2¢
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ANEXO III

Cuna cilidrica (casco o pezuna)

De la semejanza de los trigngulos
OCD y EFG se deduce:

Area(OCD) a (OC 2

(1= =
Area(EFG) EF

Si se considera AB como eje de
las X y OC como de las Y, por
pertenecer F a la circunferencia
de centro O y radio 7; se puede
escribir, teniendo en cuenta (1),
que

Area(EFG) = i(r2 - x°), \
2r |

que es un binomio de segundo
en x, lo que permite el uso

de la férmula del prismatoide
para determinar el volumen de
de la cuna cilindrica, y por tanto,

V=31m+0+4xﬂb=2m%.
6 27 3

La figura de la derecha muestra otro
tipo de cuna cilidrica de base circular,
cuyo volumen se deduce con facilidad
utilizando el del casco o pezunia. En
efecto,

2
2><§r2h+V1 =7r’h, de donde

4
V=rh@=2).
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ANEXO IV
Dodecaedro

La base intermedia del prismatoide central es un decdgono regular de lado

1
Ly =%5-=i15(«/§+1) :—r‘zi(\/g—l);de donde =215(3+~/§) =OM ;

o'M =a5=J§+1 = Ll S;F—é/-_s—;conlﬁhaﬁstadel

X =
4 J10-245 2
dodecaedro. La distancia del centro a una cualquiera de sus caras es 00’ =1 =
radio de la esfera inscrita. Resolviendo el tridngulo rectangulo OO’M ,se
I [25+11/5

obtiene r = _?j ———, que permite calcular mads facilmente el volumen

10

del dodecaedro.

Dodecaedro
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Icosaedro

1 1
O'M = 5 de la altura de cualquiera de sus caras = —6-1\/5 , OM = ryy,

Ly = é = -%O—(w/g—l) =n, = @ Del tridngulo recténgulo OO’M, se
deduce
00V =r* =(OM)* -(O'MY) = IZM,

4*x3
[
de donde r = EGﬁ + \/1_5 ), que también permite determinar ficilmente el

volumen del icosaedro en funcién de la arista.

Icosaedro
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